| 1. Introduccion. |

Un problema basico de la epidemiologia es determinar umbrales
gue permitan determinar las condiciones para que una enferme-
dad infecciosa desaparezca o se convierta en endémica. Tal es
el caso del numero reproductivo basico R, el cual es el prome-
dio de nuevos casos gque una persona infectada puede provocar
durante el periodo de contagio, por lo que Ry < 1 implica la erra-
dicacion de la enfermedad. En un modelo matematico basado
en ecuaciones diferenciales, esta condicion implica la existen-
cia de un punto de equilibrio libre de enfermedad globalmente
estable. Se han propuesto modelos para describir la dinamica
de la propagacion de enfermedades debido a la migracion de la
poblacion entre diferentes parches, Cui et al (2006) propusieron
un modelo SIS que considera la posibilidad de adquirir la en-
fermedad durante el viaje. El siguiente modelo en particular es
derivado del modelo propuesto por Cui et al en este se considera
gue solo los susceptibles viajan.

Si=a— 5151]]11 — bS| +dI; — S| + a5y,

I = 5151][11 — (c+d)1,

Sy =a — é‘gjz — bS5+ dIy — Sy + aSy,

Iy = Sisj[é — (c+d) ] (1)

Dado que es un modelo epidemioldgico consideramos que todos
los parametros son positivos y unicamente estamos interesados
en los equilibrios positivos.

2. Estabilidad local de los puntos de
equilibrio.

_0s puntos de equilibrio del sistema son

Pr=(7.0.5.0), Pr= (81,81,
Py = (51,0,8%,I3), Py=(S2,1,51,0)
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Yy R = % Ademas, P, P3 y P, existen si Ry > 1.

C
PROPOSICION 2.1 Si Ry < 1, entonces el equilibrio libre de en-
fermedad P; es localmente asintoticamente estable. Si Ry > 1
entonces P, es localmente asintoticamente estable y Py, P; y P,

son inestables.

Demostracion.
La matriz jacobiana asociada al modelo (1) es

J(S1, 11,59, 11) =

/—BAH —b—a —PApp+d Q 0 \
BA11 BA1g — (c+d) 0 0
Q 0 —PBA33—b—a —BAu+d
\ 0 0 BAs3 BAsy — (c+d)
no\° S1\?
De donde A = , Ao = ,
H (Sl—|—]1> = (Sl—l—h)

Iy \° S \?
Aaa = Aoy = :
% (SQ—I—IQ> Y 434 <SQ—|—]2)

Evaluando J en P, tenemos que

(—b —a —p+d o) 0 \
_ 0 B—(c+d) 0 0
=1 . 0 —b-a -B+d
\ 0 0 0 B—(c+d))
En consecuencia, los valores propios de J(P;) son \; = —b,

Ao = —b—2a, \3g =Ry— 1y M = Ry — 1. Por lo tanto, P; es
localmente asintéticamente estable, si Ry < 1.

Si Ry > 1, entonces P; es un punto silla y es inestable.

Para la estabilidad de P, se uso el criterio de Routh-Hurwitz y
se concluye que P, es localmente asintoticamente estable. Apli-
cando la regla de Descartes al polinomio caracteristico tenemos
que P3y P, son inestables.

| 3. Simulacion para R < 1. |
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Dando valores a los parametros, a =a =1,b=4,c=3,d=1y
B =1, tenemos que el sistema (1) se simplifica como
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1 21+ 2 1 11 Si 11,
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[1: — 511,
S1+1; 2
- 3 52[2
So=14+S51 —=5+ 1, —
% + 01 5 21 19 [
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o = — —I. 2
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Los puntos de equilibrio del sistema son P, = (2,0, 2,0),
Py=(=3.3.-3.3), Py = (~25,15,-16,0) y Py = (~16,0,~25,15).

: 5 3 3
Los valores propios de J (P;) son A\| = > Ay = — A3 = =3
1 : :
Yy Ay = — por lo que P; es estable. Las series de tiempo se
pueden observar en la figura 1.
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Fig. 1. Series de tiempo de las poblaciones Si, Sy, I € Is.
Dando valores a los parametros, a =a=d =1,b=3,c= 1,y
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8= 7 tenemos que el sistema (1) se simplifica como
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El Unico punto de equilibrio con coordenadas positivas es
4 4 : 9
P = (g,o,g,O) Los valores propios de J (P;) son \; = =

1
A=—1,A3=—1y )\ = =7 por lo que P; es estable. Podemos

ver las series de tiempo en la figura 2.
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Fig. 2. Series de tiempo de las poblaciones Sy, S, I; € .

4. Simulaciones para ‘R, > 1. |

Dando valores a los parametros, a =a=b=d =1, =4y
c = 2, tenemos que el sistema (1) se simplifica como

S1=1-—29+So+ I — ;ﬁ[}f
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Ip = ésj[z — 35, (4)

Los puntos de equilibrio del sistema son P, = (1,0, 1,0),
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Los valores propios de J(P;) son A\ = =3, Ay = —1, \3 = 1Yy
A4 = 1 por lo que P, es inestable.

Los valores propios de J(P%) son A} = —3.118, \g3 = —1£0.50 y
A = —0.882 como la parte real de todos los valores propios es
negativa, entonces el punto de equilibrio P, es estable.

Los valores propios de J (FP3) son A1 = 1, Ay = —3.039, A\34 =
—0.97 £ 0.347: por lo que P; es inestable.

Los valores propios de J(Py)son A\; = 1, Ay = —3.039, A\34 =
—0.97 + 0.34714, por lo que P, es inestable. Las series de tiempo
se pueden observar en la figura 3.
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Fig. 3. Series de tiempo de las poblaciones Si, Sy, I; e I»
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Dando valores a los parametros, o = 8 =a =1, b = g =Y

1 : : o
d = 7 tenemos que el sistema (1) se simplifica como

31:1—231+52+%Il—sff]1,
- St 3

1= 511+111 el

S =1+ 5 —%Sz+%[2— Sjilzlz’

Los puntos de equilibrio del sistema son P, = (8, 0,8, 0),

24 8 24 8 126 136 424 424 ~ 136 136
By = (?»57?»5) Py = (23» 69’ 6970) y £y = (69707 23 7 69)'
Los valores propios de J(P;) son A} = —2.12, Ay = 0.25, A3 = 0.25
y Ay = —0.12 por lo que P; es inestable.

Los valores propios de J(/») son A\ = —2.18, Ay 3 = —0.18 £0.06¢
y Ay = —0.18, como la parte real de todos los valores propios es
negativa, entonces el punto de equilibrio P, es estable.

Los valores propios de J (F3) son \; = 0.25, Ag = —2.15, A\34 =
—0.17 4 0.047 por lo que P5 es inestable.

Por ultimo, los valores propios de J(Py) son A\; = 0.25, Ao = —2.15,
A34 = —0.17 & 0.044, por lo que P, es inestable. Las series de
tiempo se pueden observar en la figura 4.
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Fig. 4. Series de tiempo de las poblaciones S;, Sy, I; € I»

| 5. Conclusion. |

A través de las simulaciones pudimos ejemplificar los resultados
analiticos. En particular, cuando iy < 1, existe un punto de equi-
librio libre de enfermedad, el cual es localmente asintdéticamente
estable. Mientras que si Ry > 1, aparece un equilibrio endémi-
co el cual es localmente asintdéticamente estable y por lo tantola
epidemia no desaparece en ninguna de las dos regiones.
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